Fizikus MSc Matematikai problémamegoldé gyakorlat (BMETE95MF00)
2014 6sz

Utemterv és naplo

Ami mar volt, az naploé, ami még nem volt, az még csak terv, tehat valtozhat. A javasolt
irodalmak béviilhetnek, ahogy a tervbél naplo lesz.

1. Mérték- és integralelmélet (szept. 12.):

Szigma-algebra, mérték és integral, Lebesgue-mérték és -integral, domindlt és monoton
konvergencia tételek, Fatou lemma, Fubini tétel. Fontos mértékelméleti érdekességek: egy
Lebesgue-nemmeérhetd halmaz, illetve a Banach-Tarski paradoxon. Meértékek Lebesgue
dekompozicioja atcstuszott a kdvetkezs orara.

e R. B. Ash: Measure, integration, and functional analysis
e W. Rudin: Real and complezx analysis

e Jok az angol Wikipedia szocikkek, pld. Measure (mathematics), Lebesgue integration,
meg a fentebb linkeltek.

2. Metrikus terek (szept. 19.):

Meértékekrsl maradt a Lebesgue dekompozicio, lasd fenn, és a Cantor halmazzal konstruélt
szinguléaris mérték.

Metrikus terek: definicio, faktor-tér, teljesség. Geometriai és fiiggvényteres példak. Topo-
logia kezdetei: nyiltsag és folytonossag.
e A linkelt Wikipedia szdcikkek.

e W. Rudin: Real and complex analysis

3. Topolégia (szept. 26.):

Homeomorfizmus definicidja, példakkal és nem-példékkal. Topologikus terek. Kompaktsag
és szekvencidlis kompaktsag definicidja, néhany példa és nem-példa, mint a megszamlal-
hatoan végtelen dimenzios Hilbert-tér zart egységgéombje. A kompaktsidg hasznara a jovo
oran latunk néhany példat.

e A linkelt Wikipedia szécikkek.
e J. Munkres: Topology

4. Ergodelmélet és dinamikai rendszerek (okt. 3.)

Lesz nemsokara részletes titemterv.


http://en.wikipedia.org/wiki/Non-measurable_set
http://en.wikipedia.org/wiki/Banach-Tarski_paradox
http://en.wikipedia.org/wiki/Lebesgue_decomposition
http://en.wikipedia.org/wiki/Lebesgue_decomposition
http://en.wikipedia.org/wiki/Measure_(mathematics)
http://en.wikipedia.org/wiki/Lebesgue_integration
http://en.wikipedia.org/wiki/Metric_space
http://en.wikipedia.org/wiki/Homeomorphism
http://en.wikipedia.org/wiki/Topological_space
http://en.wikipedia.org/wiki/Compact_set
http://en.wikipedia.org/wiki/Sequentially_compact_space
http://en.wikipedia.org/wiki/Hilbert_space

Osszetettebb feladatok a beszamolokra:

Ez a lista még boéviilhet. A megadott linkek csak kedvesinalok; adok forrast, amikor kéritek.
Magyar nyelvii forrast egyik témahoz se probéltam talalni, de elképzelhetd, hogy valamelyikhez
létezik; probalok segiteni, ha valaki igényli. Ertelemszertien inkabb a lista elején vannak olyan
témak, amiket mar az elsé beszamolon megérthetnek az el6adok és a hallgatok.
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10.

11.

12.

13.

14.

15.
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17.

18.

19.

20.

Kompaktsagi tételek: Arzela-Ascoli tétel és/vagy Banach-Alaoglu tétel (topologia és fun-
kanal)

Baire kategoria tétel (topologia és funkanal). A Wikipedia szocikk elég borzalmas, viszont
jo a W. Rudin: Functional analysis, McGraw-Hill 1973, konyv.

Hausdorff dimenzi6, 6nhasonlé halmazok, fraktalok (mértékelmélet)
Julia halmazok, Mandelbrot halmaz (komplex fiiggvénytan, dinamikai rendszerek)

Entropia a dinamikai rendszerekben és/vagy a statisztikus fizikdban. Itt a Wikipedia
gytjts-oldal.

Fiirstenberg ergodelméleti megkozelitése Szemerédi tételének

KAM (Kolmogorov-Arnold-Moser) elmélet. A Wikipedia csak par szot ir, de vannak to-
vabbi linkek, a Scholarpedia mar joval tébbet.

Gauss leképezés és lanctortek.

Loewner evoluci6 (a kétdimenzids statisztikus fizikdban fontos SLE egyik alapja; komplex
fliggvénytan)

Burgers egyenlet, esetleg mint forgalmi dugdk hidrodinamikai limesze. Koagulaciéelmélet?

Hamilton-Jacobi-Bellman egyenlet, optimélis kontroll, dinamikus programozéas, jatékelmé-
let

Az L*>-Laplace egyenlet és esetleg véletlen kotélhuzas

Morse elmélet és/vagy két kovetkezménye: Poincaré-Hopf index-tétel és Gauss-Bonnet tétel
(differencialgeometria)

Hopf fibréacio (differencialgeometria, Lie-csoportok)

Brown-mozgés konstrukcioi, alkalmazasai. Egy jegyzet, amit szeretek, itt meg konyv.
Esetleg Gauss-féle szabad mezdé.

Bolyongésok és elektromos halézatok: Doyle-Snell, Lyons-Peres, PGG Sections 6.1-2

Martingalok: a legjobb joslat, harmonikussag, stb. Itt egy hires példa. Ld. még PGG
Section 6.3.

Folytonos spinmodellek a sikban: XY-modell, Mermin-Wagner tétel, Vicsek-féle madarvo-
nulas

Galton-Watson folyamatok. Lsd. pld. PGG Section 12.1 végefelé, de nem tudom még, hogy
mi lesz ebbdl oran.

Valami Markov-lancos. Itt egy nagy bevezets konyv. Oran persze lesz roluk szo.


http://en.wikipedia.org/wiki/Arzela-Ascoli_theorem
http://en.wikipedia.org/wiki/Banach-Alaoglu_theorem
http://en.wikipedia.org/wiki/Baire_category_theorem
http://en.wikipedia.org/wiki/Hausdorff_dimension
http://en.wikipedia.org/wiki/Julia_set
http://en.wikipedia.org/wiki/Entropy_(disambiguation)
http://en.wikipedia.org/wiki/Entropy_(disambiguation)
http://www.scholarpedia.org/article/Szemeredi's_Theorem
http://en.wikipedia.org/wiki/Kolmogorov?Arnold?Moser_theorem
http://www.scholarpedia.org/article/KAM_theory_in_celestial_mechanics
http://en.wikipedia.org/wiki/Gauss?Kuzmin?Wirsing_operator
http://en.wikipedia.org/wiki/Continued_fraction
http://en.wikipedia.org/wiki/Loewner_differential_equation
http://en.wikipedia.org/wiki/Schramm-Loewner_equation
http://en.wikipedia.org/wiki/Burgers_equation
http://www.math.bme.hu/~gabor/oktatas/MatProb2013/BalazsMarci.FiatOktNap08.pdf
http://en.wikipedia.org/wiki/Hamilton-Jacobi-Bellman_equation
http://en.wikipedia.org/wiki/Infinity_Laplacian
http://www.en.wikipedia.org/Morse_theory
http://en.wikipedia.org/wiki/Poincar�-Hopf_index_theorem
http://www.en.wikipedia.org/Gauss-Bonnet_theorem
http://www.en.wikipedia.org/Hopf_fibration
http://en.wikipedia.org/wiki/Wiener_process
http://www.stat.berkeley.edu/~peres/bmall.pdf
http://www.stat.berkeley.edu/~peres/bmbook.pdf
http://en.wikipedia.org/wiki/Gaussian_Free_Field
http://front.math.ucdavis.edu/0001.5057
http://mypage.iu.edu/~rdlyons/prbtree/prbtree.html
http://www.math.bme.hu/~gabor/PGG.pdf
http://en.wikipedia.org/wiki/Martingale_(probability_theory)
http://en.wikipedia.org/wiki/Martingale_(betting_system)
http://www.math.bme.hu/~gabor/PGG.pdf
http://www.math.bme.hu/~gabor/PGG.pdf
http://en.wikipedia.org/wiki/XY_model
http://en.wikipedia.org/wiki/Mermin-Wagner_theorem
http://en.wikipedia.org/wiki/Vicsek_model
http://en.wikipedia.org/wiki/Vicsek_model
http://www.math.bme.hu/~gabor/PGG.pdf
http://pages.uoregon.edu/dlevin/MARKOV/

Hazi feladatok
Fizikus MSc Matematikai problémamegold6 gyakorlat, 2014 Gsz

Minden héten 12 pontnyi feladat van kittizve, mindegyik beadand6. A feladat annyi pontot ér,
ahany ® van mellette. Részpontszamokat adunk, de valaszokat csak indoklassal fogadunk el. A
piros ® pontok bonusz feladatokat jelolnek.

1. HF: (Beadasi hatarids: 2014. szept. 19.)

HF 1.1

HF 1.2

A Fatou lemma két alkalmazdsa

(a) *** Legyen (02, F,P) egy valoszintiségi mértéktér, A, € F pedig események, me-
lyekre P(A,,) > € > 0 minden n-re. Legyen A = (\5_, U~y An, avagy szavakkal:
az az esemény, hogy végtelen sok A, teljesiil. Igazold, hogy P(A) > ¢

(b) ** Bizonyitsd a Dominalt Konvergencia Tételt: ha egy (€2, F, 1) mértéktéren az
frg és fr : Q@ — R mérhetd fliggvényekre f,(x) — f(x) majdnem minden
z € Qra, és | f| < g teljesiil, ahol [, g(x) du(z) < oo, akkor

/|fn - |du<)—>0681gy/f ) dpu(a hm/fn ) dpu(a

(Tipp: alkalmazzuk Fatout a 2g — |f — f,| sorozatra.)

A karakterisztikus fiigguény differencidlhatosdga. Legyen p egy wvaldszintségi mérték
R-en; foltessziik, hogy minden nyilt intervallum mérhets, igy az ezek altal generalt
legkisebb o-algebra minden eleme (amit Borel-halmazoknak hivnak) is az. A u n-edik
abszolit momentuma (n € N-re) az

My i= [ lal" du(o)

integral, karakterisztikus fiigguénye pedig a

Y:R—=C, ¥(t):= [ du()
/

fiiggvény, ahol i a komplex egységgyok (i2 = —1).
Megjegyzés: Ha pu egy X valoszintiségi valtozo eloszlasa, ami annyit tesz, hogy minden
B Borel-halmazra p(B) := P(X € B), akkor I, = E(|X|") és 1 (t) = E(e™).
Bizonyitsuk be a kovetkezé tételeket a Dominalt Konvergencia Tétel segitségével:
(a) (11}
1. Tétel (A karakterisztikus fiiggvény differencialhatosaga). A fenti je-
lolésekkel, ha I, < oo, akkor ¢ folytonosan differencidlhato és

W) =i [ (o)
R
(b) ** (bonusz)
2. Tétel (A karakterisztikus fliggvény differencialhatésaga II). A fenti je-
lolésekkel, ha I, < oo, akkor i n-szer folytonosan differencidlhato és

w(k)(()):ik/xkdu(:v), k=0,1,2,....n

R



HF 1.3

Integrdlok felcserélhetdsége.

(a) ** Legyen f(x,y) = e % — 3e73%¥. Mutassuk meg, hogy

1 oo o 1
0/1/f(x,y) dyde > 0 > /O/f(x,y) dz dy.

Mi a helyzet a Fubini tétellel?

(b) ** Legyen f(z,y) az R? diagonéljanak indikatorfiiggvénye: = 1, ha z = y, és
= 0 kiilonben. Legyen p a Lebesgue mérték R-en, v pedig a szamlalomérték:
v(A) = |A| ha A C R véges, és = oo kiilénben. (A v esetén lehet a o-algebra
akar 2%, azaz minden részhalmaz mérhets.) Mennyi

/ / f(z,y) du(z) dv(y) illetve / / f(z,y) dv(z) du(y) ?

Megjeqyzés: Ez a példa azt mutatja, hogy a Fubini-tétel altaldnos mértékekre
f > 0 esetén sem feltétleniil igaz. Kell, hogy mindkét mérték o-véges legyen, ami
azt jelenti, hogy az egész tér lefedhets legyen megszamlalhatéd sok véges mértékd
részhalmazzal. Ez v-re nyilvan nem teljesiil.

2. HF: (Beadasi hatarids: 2014. szept. 26.)

HF 2.1

Emlékeztets:

HF 2.2

A szokasos triadikus Cantor-halmaz konstrukcidjat modositsuk a kovetkezSképpen:

— Nulladik lépésben tekintsiik a [0, 1] zart intervallumot: Dy := [0, 1].

— Els6 1épésben vagjuk ki ennek a kézépss nyilt 1/4-ét — igy marad 2 darab 3/8
hossziisagi zért intervallum: Dy = [0, 2] U [2,1].

— Maésodik lépésben vagjuk ki mindkettének a kozépsd nyilt 1/9-ét, igy marad 4
darab (g . %) hosszisagnu zart intervallum — D, jeldlje ezek uniojat.

— Es igy tovabb: az n — 1-edik lépésben marad 2" darab zart intervallum, melyek
mindegyikének az n-edik lépésben kivagjuk a kozépsd nyilt 1/(n + 1)? hanyadat,
igy D,, mar 2"™! darab zart intervallum unidja.

Végiil D := M2 D,,.

(a) ** Igazoljuk, hogy D kontinuum szdmossagu, zart (azaz a komplementere nyilt),
Borel-mérhets halmaz (definiciot lasd HF 1.2-ban), ami nem tartalmaz interval-
lumot.

(b) ** Mennyi a D Lebesgue-mértéke? (Fsképpen: nulla-e?)

(c) ** Vagy egy hasonlo Cantor-konstrukcié komplementerét véve, vagy teljesen mas-
hogy (pld a racionalis szamok egészen kis folhizlalasaval), tetszoleges € > 0-hoz
konstrualjunk a [0, 1]-nek nyilt részhalmazat, mely mindeniitt stri (azaz minden
nyilt intervallumba belemetsz), de a Lebesgue-mértéke kisebb e-nal.

Tetsz6leges (X, d) metrikus térben U C X nyilt, ha minden x € U-ra 3§ > 0, hogy
a Bs(z) = {y € X : d(z,y) < 0} gébmb benne van teljesen U-ban. Egy metrikus
térbdl metrikus térbe valo ® : (M, dy ) — (N, dy) leképezés folytonossaganak két
lehetséges definicidja:

Definicié A: Vx € M pontra, és Ve > 0-ra 30 > 0 (ez fiigghet e-t6l és z-t6l is), hogy
ye M, dy(x,y) < esetén dy(P(z), P(y)) < e.

Definicié B: Minden M-beli nyilt U halmaz ®~1(U) 6sképe nyilt halmaz N-ben.

** Mutassuk meg, hogy ha ® a Definici6 B értelmében folytonos, akkor a Definicio A
értelmében is az. (Megj: ez még konnyebb, mint az 6ran bizonyitott masik irany.)
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HF 2.3

HF 2.4

Vegyiik az R — R korlatos folytonos fiiggvények (Cy(R), || - [|o) metrikus terét, ahol
ugye d(f,g) = |If — gllo =sup {|f(z) — g(x)| : 2 € R}.
(a) ** A remélhetsleg jolismert tétel segitségével, miszerint folytonos fiiggvények uni-

form limesze is folytonos (pl. http://en.wikipedia.org/wiki/Uniform_limit_
theorem), igazoljuk, hogy ez a metrikus tér teljes.

(b) ** Adjunk meg ebben a térben kontinuum sok paronként diszjunkt nyilt részhal-
mazt. (Ebbdl kiovetkezik, hogy ez a metrikus tér nem szeparabilis, azaz nincsen
benne megszamlalhaté mindeniitt strd részhalmaz, azaz ami minden nyilt hal-
mazba belemetszene.)

(Bonusz) *** Bizonyitsuk be, hogy minden X metrikus térhez létezik egy teljes metri-
kus tér X amiben X str! (Pontosabban létezik X-ben egy strd Y, ami izometrikus
X-szel.)

Segitség: legyenek X pontjai az X-beli {x,} Cauchy sorozatok ekvivalencia-osztélyai,
ahol {z,} és {y,} ekvivalens, ha d(x,,y,) — 0. Definidljunk egy nagyon termé-
szetes metrikit ezen a téren, igazoljuk, hogy ezzel X teljes, majd definialjuk X egy
izometrikus beagyazasat X-be.

3. HF: (Beadéasi hatarids: 2013. okt. 3.)

HF 3.1

Definicié6:

HF 3.2

HF 3.3

HF 3.4

Néhany nagyon konnyi allitas a kompaktsagrol:
(a) ® Igazoljuk, hogy kompakt halmaz tetsz6leges zart részhalmaza is kompakt.

(b) ** Bizonyitsuk be, hogy ha X egy metrikus tér, és K C X kompakt (szekvencia-
lisan vagy siméan, nekem mindegy, ahogy neked kénnyebb bizonyitani), akkor K
zart és korlatos is.

(c) * Igazoljuk, hogy egy szekvencidlisan kompakt metrikus tér teljes is.

Legyen {X;, 7; : i € I} topologikus terek egy csalddja. A szorzattopologiaa ], ; X;
szorzathalmazon az a legkisebb topologia, amiben az Gsszes olyan [, ; A; halmaz
benne van, ahol A; € 7; minden i € [-re, és csak véges sok olyan i van, amire
A; # X;. (Ezeket az altalanositott téglatesteket, amikben csak véges sok koordinatarol
mondunk valamit, a tobbi koordinata barmi lehet, hivjuk cilinderhalmazoknak.)

** Igazoljuk, hogy tetszéleges I halmazra és X topologikus térre, az Osszes [ —
X fiiggvények X! halmazan a pontonkénti konvergencia topoldgidja pontosan a
szorzattopologia. Azaz f,(i) — f(i) minden i € I-re akkor és csak akkor, ha az X!
szorzattopologidban minden U > f nyilt halmazhoz létezik N € Z, hogy f, € U
minden n > N-re.

*** Legyen X = {0, 1}2 a szorzattopologiaval, azaz a pontonkénti konvergencia topo-
logiajaval. Az X-en hat a T eltolas: (Tx), = x,.1, minden x = (x,)nez € X-re.
a Junk meg egy metrikat X-en, ami a szorzattopologiat generalja.
Adjunk ikat X i l6gia alj
(b) Bizonyitsuk be, hogy egy ilyen jo metrika nem lehet eltolasinvarians (azaz, hogy
d(Tz,Ty) = d(z,y) lenne minden z,y € X-re).
(Bonusz) *** Legyen Y = [0, 1] a szorzattopologidval.
a ézzuk a kovetkezd o, € elemeket: o, (xr) := az n-edik je az x binaris

felirasaban. Bizonyitsuk be, hogy ebbdl a sorozatbol nem valaszthatd ki Y-ban
konvergens részsorozat. Tehét Y nem szekvencialisan kompakt.

(b) Bizonyitsuk be, hogy Y-ban van kontinuum sok paronként diszjunkt nemiires
nyilt halmaz.


http://en.wikipedia.org/wiki/Uniform_limit_theorem
http://en.wikipedia.org/wiki/Uniform_limit_theorem
http://en.wikipedia.org/wiki/Product_topology

HE 3.5 °°°

(a) Legyen X egy ivszertien Osszefiiggs topologikus tér, azaz minden zg, 27 € X
pontokhoz létezik folytonos gorbe v : [0,1] — X, melyre v(i) = x;, i = 0, 1.
Legyen Y egy X-szel homeomorf topolégikus tér. Igazoljuk, hogy Y is ivszertien
Osszefliggd.

(b) Bizonyitsuk be, hogy R és R? nem homeomorfak egyméssal! (Segitség: ez sokkal
kénnyebb, mint ha R? és R3 lenne, széval nem kell pld. definidlni a dimenzi6
fogalmat topologikusan. Hanem mondjuk lehetne az el6z6 részt hasznalni.)





