H. Diszkrét ideji dinamika

Elméleti matematikdban gyakran hattérbe szorul a diszkét ideji dinamika, pedig mind a
numerikus analizisban, mind a kézgazdasagtanban fontos szerepet jatszik. A diszkrét id6
elényei: nem kell bizonyitani a megoldas létezését, konnyti programozni a megoldast, és
alkalmas az id6beli késleltetések figyelembe vételére. Természetesen hatranyai is vannak:
nem lehet folytonos vonallal szemléltetni a palyakat, s a megoldasok ,yadul” viselkednek.
Roviden oOsszefoglaljuk az eredményeket.

Linearis differenciaegyenletek

Els6rendi linearis inhomogén differenciaegyenlet-rendszerrél beszéliink, ha
(H.1) Tey1 = Mz + w, t=0,1,2, ... és r e R™

Kezdetiérték-feladat esetén az xy kezdeti érték is adva van.
Az altalanos megoldashoz sziikségiink lesz a rendszer fixpontjara. (H.1)-bdl a ko-
vetkez6 implicit egyenlet adodik a fixpontra:

(H.1°) x° = Mz° 4+ w.

(H.1°) altalaban (de nem mindig) megoldhaté. A fixpont létezése és egyértelmiisége
trividlis:

H.1. tétel. A (H.1) linedris rendszernek pontosan egy fixpontja van, ha M-nek
az 1 nem sajatértéke. Képlete:

(H.2) z° = (I — M) 'w.

A lineéris differencidlegyenlet-rendszerek megoldésabél ismert az inhomogén és ho-
mogén egyenlet megoldasanak kapcsolata. Most ezt a fajta kapcsolatot aknazzuk ki a
differenciaegyenlet-rendszer esetén.

Vezessiik be az
(H?)) .TIA?t =T+ — $O
eltérésvektort, és vonjuk ki (H.1)-b&l (H.1°)-t:

(H4) Iit+1 - Mi‘t

Szoban: az eltérésvektorok kielégitik azt a homogén rendszert, amely az inhomogén
(H.1) rendszerbdl az additiv allando6 elhagyéasaval keletkezik. (H.4) sorozatos behelyet-
tesitésével adodik

(H.5) Ty =Mz = M?3y_o=--- = M.
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Visszairva az eredeti valtozokat: x; = z° + M*(xg — z°).

A tovabbiakban a homogén rendszerrel foglalkozunk, és rovidség kedvéért elhagyjuk
a kalapot (azt is mondhatjuk, hogy w = 0.) A hivatkozéasok kedvéért 0j alakjaban djra
folirjuk az (H.3) — (H.4) egyenletpért:

‘=

. Typ1 = My,
(H.5) zy = M'zg.

Linearis algebrabol azonban ismert, hogy M sajatértékei és sajatvektorai segitsé-
gével M? egyszertien folirhato. A dinamikus rendszerek elemzésénél a transzformécio
sajatértékeinek és sajatvektorainak jelent&ségét éppen az adja, hogy a transzformacio
hatvanyozasanal az el6bbiek tgy viselkednek, mintha skalarok volnanak, az utébbiak
pedig helyben maradnak. Pontosabban:

(H.6) Mt's=MNs,  t=0,1,2,....

Az egyszertiség kedvéért tegyiik fol, hogy létezik n darab linearisan fiiggetlen sajatvek-
tor, azaz egy sajdatbdzis:

(H.7) P(A)=0, j=12...,n;
(H8) MSj:)\ij, j:1,2, .., .

Ekkor barmely x( kezdeti vektor felirhatd a sajatvektorok segitségével:
(HQ) o = ijSj.
j=1
Folhasznalva (H.5)—(H.6)-ot, (H.8)—(H.9) a kdvetkezs Gsszefliggést adja:
(H.10) ze=) &GMis;, =12, ...
j=1

Igaz a

H.2. tétel. Ha M-nek létezik egy sajatbazisa, akkor a sajatvektorok segitségével
a kezdeti allapotot folirhatjuk (H.9) alakban, és a sajatértékeket is igénybe véve a t-edik
allapot folirhato (H.10) alakban.

A szamos stabilitasfogalom koziil a rovidség kedvéért csak a lokdlisan aszimptotikus
stabilitdssal foglalkozunk, ahol a fixpont megfelel6 kornyezetébdl indulé barmely palya
aszimptotikusan tart a fixponthoz: lim;_, ., x; = z°, esetliinkben 0-hoz.

Lineéaris esetben viszonylag egyszeri a stabilitas elégséges feltétele, és lokalis helyett
globalis stabilitas all.



H.3. tétel. A diszkrét idejii (H.1) linearis rendszer akkor és csak akkor stabil,
ha az M matrix spektralsugara kisebb mint 1:

p(M) < 1.

Bizonyitds. a) Tegyiik {61, hogy létezik sajatbazis. Ekkor (H.10) szerint z; akkor
és csak akkor tart nulldhoz, ha minden sajatérték-hatvany nulldhoz tart, azaz minden
sajatérték abszolut értékben kisebb, mint 1. b) Az altalanos esetben ugyanezt az ered-
ményt kapjuk. [

A differenciaegyenletek elméletében kiemelkedGen fontosak a kétvaltozos rendsze-
rek. Ezért az allando-egyiitthatos kétvaltozos (sikbeli) linearis rendszereket kiilon meg-
vizsgaljuk: n = 2, kiilonos tekintettel az oszcillaciokra (ciklusra).

Sziikséglink lesz a rendszer masodfoku karakterisztikus polinomjara, melynek gyo-
kei meghatéarozzak a rendszer kvalitativ viselkedését:

P\ =X\ —wA+ 9,

ahol
w=trM = mi1 + Moo és v =det M = mi11Mo2 — M12M27.

Oszcilldciorol beszéliink, ha az eltérésvaltozok minden idébeli korlatozason tul idén-
ként elgjelet valtanak. Két alesete van:

a) Elfajult oszcilldcio all fonn, amikor egy atmeneti idészak utdan mindkét valtozo
minden id&szakban elGjelet valt.

b) Szabdlyos oszcillicio all fonn, amikor a két valtozo elGjelvaltasa nem mindig
egyidejt.

Szimmetria miatt feltehetd, hogy |A2| < [Aq]:

H.4. tétel. Tipikusan a kovetkezd sajatérték parositasok alapjan osztalyozzuk a
sikbeli linearis rendszereket;

a) a dominéans sajatérték pozitiv, |A\o| < A1: oszcilliciomentes;

b) a dominéans sajatérték negativ, |A2| < —A1: elfajultan oszcillalo;

c) komplex sajatértékek, |Re\1| < |A1|: szabélyos oszcillacio.

A linearis differencialegyenletekhez hasonloan a komplex gyokok esetén a konjugal-
tak miatt a szamolas végén kiesnek a képzetes mennyiségek.

Allando-egyiitthatos n-edrendd lineéaris skalar differenciaegyenletrsl beszéliink, ha
a y; mellett y;_,, a legkorabbi érték az egyenletben:

n—1
Ys = Z ArYt—k, ag # 0.
k=0

Az ilyen egyenletek egyszerd transzforméacioval visszavezethetSk n-dimenzios el-
sérendii egyenletekre, de kozvetleniil is megoldhatok (Euler, kb. 1740). Az y, = A\
alapmegoldasal kisérletezve, a karakterisztikus egyenlet kézvetleniil

n—1
A= Z ag\F, ag # 0,
k=0
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illetve A\!~"-nel osztas utan :
.

AT = apAn R,
k=0

Tipikusan a gyokok kiilonboznek, ezt a tovabbiakban feltessziik.

H.5. tétel. Az n-edrendii allando egyiitthatés linearis differencia-egyenlet dlta-

lanos megoldasa
n
Yt = Z nk)‘}:w
k=1

(n

ahol ny, allandok skalarok, amelyeket az yo, ...,y Y kezdeti feltételek egyértelmiien
meghataroznak. Ezt szemlélteti az

H.1. példa. Fibonacci-szamok (1202). ,Egy gazdanak van egy par nyula. Tegyiik
fol, hogy ez a par nyul minden hénapban egy tGjabb par nyulat fiadzik, amelyek minde-
gyike kéthonapos koratol szintén havonta egy par nytlnak ad életet. A kérdés az, hogy
az egymas utan kévetkezd honapokban hany par nyula lesz a gazdanak” (Simonyi, 1981,
122. o.). Konnyt belatni, hogy a valaszt a kovetkezs rekurzio adja: Fy = Fy_1 + Fy_o,
Fy =1 és F; = 1. A rendszer karakterisztikus egyenlete (més szoval: a sorozat generéa-
torfiiggvénye, de Moivre, 1724): P(\) = A2 — X\ — 1, a sajatértékek: \; 2 = (14 +/5)/2.
A megoldas F; = &0 + &ML alaki. A kezdeti feltételekbol & és & meghatéarozhato:
Fo=&G+&=1eF =M+ =1 &2 = (5+V5)/10.

Nemlinearis differenciaegyenletek

A nemlineéris differencidlegyenletek elmélete sokkal bonyolultabb, mint a linearisaké,
ezért ebben a bevezetd jegyzetben csak mesélni fogok, olykor hivatkozva a differencial-
egyenletek elméletére.

Kezdjiik az autoné6m nemlinearis els6rendd differenciaegyenlet-rendszer felirasaval:

(Hl].) Ti41 = f(l't), t= O, 1, 2, ceny i) adott.
A vizsgalatot megkonnyiti, ha a rendszernek van fizpontja:
(H.12) x° = f(z°).

Ellentétben a lineéris rendszerekkel, a nemlinearis rendszerben nincs egyszert meg-
oldasi eljaras.

Ljapunovtol szarmazik az az elgondolas, hogy ellentétben a linearis rendszerekrél
sz0l6 eredményekkel, anélkiil is vizsgalhato a stabilitas, hogy a megoldast meg tudnank
(vagy meg kellene) hatarozni, kvalitativ elmélet. Csupan olyan pozitiv fiiggvényre van
sziikség, amellyel mérve a tévolsagot a fixponttdl, a fliggvény csokken. Szabatosan
megfogalmazva: egy folytonos V : X — R filiggvényt Ljapunov-fiigguénynek neveziink
az f fliggvényre nézve, ha

(i) a V fiiggvény a fixpontban nulla, kiilonben pozitiv:

V(z°)=0 és V(z)>0 (x#z°);
és
(ii) lényegében minden (x, f(z)) allapotparban V' csokken:
VIf(z)] < V() kivéve, ha x = z°.



H.6. tétel. (Ljapunov, 1893.) Ha létezik egy Ljapunov-fiiggvény a dinamikéra
nézve, akkor a fixpont globélisan stabil.

Megjegyzés. A végesdimenzios euklideszi térre specializélt Banach-féle fixpont-
tétel is hasonlo jellegii.

Az alfejezet hatralévs részében alapvets szerepet jatszik a legegyszertibb nemline-
aris fliggvény.

H.2. példa. Logisztikus egyenlet: Legyen n =1 és
flx)=azx(l—2), O0<z<1 , €s 0<a<d4.

Miikodsképesség: 0 < f(z) < f(1/2) = a/4 < 1 < 0 < a < 4. Fixpont: 2° =
1 —1/a. Lokalis stabilitas: |f/(z°)| < 1. Mivel f'(xz) = a(l —2z) és f'(z°) =2 —a; a
stabilitasi tartomany: 1 < a < 3. (A trivialis z° = 0 fixpont instabil: f/(0) =a > 1.)

Ratériunk a ciklusokra.

Definicié. Legyen P egy 1-nél nagyobb természetes szam. Egy x1,xo, ..., xp
vektorsorozatot az f rendszer P-periddusi ciklusinak nevezziik, ha az x1-bdl induld
palya xs, ..., xp-n keresztiil visszatér x;-be.

Nemcsak a fixpont, de a ciklus is lehet stabil.

Definicié. Egy x1, ...,xp ciklust az f rendszer P-periodusiu lokdlis hatdrcik-
lusdnak neveziink, ha az x; kozelében indulé palyak rasimulnak a ciklusra. Képletben:

(H.13) Ha Y1~ T, akkor klim YkP+Q = ZQ,
—00

ahol k£ és @ egészek, 1 < Q) < P.

Globdlis hatdrciklus esetén majdnem tetszéleges induld allapotbodl induld palyatol
megkoveteljiik a konvergenciat. Lehetnek azonban kivételes induld allapotok, példaul
egy instabil fixpont, amelybdl nyilvan nem mozdul ki a rendszer.

A fixpont és a ciklus kozti hasonlésagot az f fliggvény iterdltjainak segitségével
érthetjiik meg, amelyeket rekurziéval definidlunk:

@)= f2), fz)=F(f(@), ..., ['(@@) = fF(f7 (2)).
Megjegyezziik, hogy z; = f*(x¢).

H.7. tétel. Ciklus és fixpont. a) A (H.11) rendszernek az xi1,xs, ...,xp sorozat
akkor és csak akkor P-periédusi ciklusa, ha a

ct = fP(Zt—l)
P-iteralt rendszernek g a QQ-adik nem trivialis fixpontja:
zq = f"(zQ) # f(zq), Q=1,....P.

b) Az a) ciklus akkor és csak akkor lokélisan stabil (hatarciklus), ha a megfelel6
fixpontok stabilak, azaz, ha a megfelel6 matrix stabil:

(H.14) pIDf(xp)---Df(a1)] < 1.
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A kovetkezd példaban egy 2-hatarciklust hatarozunk meg.
H.3. példa. Iterélt logisztikus egyenlet. 2-hatarciklus: A H.4. tétel alapjan

fA(x) =af(x)[1 - f(2)] = a®*z(1 — 2)(1 — ax + az?), 0<z < 1.

2-ciklus: z; = f?(z;), i = 1,2 és 2; # 2°. A kapott a3z3 — 2a322 + a®(1 + a)z — a® =

0 harmadfoku egyenletet elosztva a(z — x°) els6foka gyoktényezével, egy masodfoki

egyenlethez jutunk: a?z? — a(a + 1)z + (a + 1) = 0, melynek két valés gyoke van:

(a+1)£+/(a+1)(a—3)
2a ’

xr1,2 =

mindketts 0 és 1 kozé esik, ha 3 < a < 4.
Stabilitas: (H.14) szerint f2 (z;) = f'(21)f'(x2) = —a® + 2a + 4, stabilitasi tarto-
many: |f% (z;)| < 1, azaz 3 < a < 1 + /6.

Most olyan nemlinearis rendszereket fogunk tanulmanyozni, amelyek se nem stabi-
lak, se nem ciklikusak, se nem kvazi-ciklikusak, hanem kaotikusak.

Természetesnek tiinhet, hogy a dinamikus rendszer palyéja alig valtozik, ha a kezdd-
érték kicsit valtozik. Ezen alapul a Laplace-féle determinizmus: ha ismerjiik a rendszer
kezdsallapotat és mozgasegyenletét, akkor tetszéleges miltbeli vagy jovébeli pillanatra
meghatarozhato a rendszer allapota. Ennek egyik legsikeresebb példaja az volt, amikor
Leverrier (és Adams) szamitasai alapjan a csillagaszok 1846-ban folfedezték a Neptunt.
A (H.11) dinamikus rendszerrdl azt mondjuk, hogy az xy pontban érzéketlen a kezddér-
tékre, ha a) a palya korlatos és b) kozelrsl indulé palyak mindig kozel maradnak egymas-
hoz. Képletben: minden € > 0 szdmhoz létezik olyan §. > 0, hogy ha ||z¢ — yo|| < e,
akkor ||zy —yl| <e,t=1,2, ...

Megjegyzések. 1. Konnyen belathato, hogy egy korlatos lineéris rendszer minden
pontjaban érzéketlen a kezdGértékre. Valoban, az a) feltétel miatt csak olyan rendszere-
ket kell tekinteniink, melyeknek a sajatértékei abszolit értékben nem nagyobbak, mint
1 [(H.10)]. Emiatt az eltérések tetszdleges kicsinek tarthatok.

2. Ha nem tennénk {6l a korlatossigot, akkor szdmos lineéaris rendszer nem lenne a
kezdGértékekre érzéketlen. Valoban, legyen x;y1 = 2x;. Ekkor kis § esetén az xg = 9§ és
a 0 kezdéérték nagyon kozel van egymashoz, de a beléliik indulo 2t6 és 0 palyak egyre
messzebb keriilnek egymastol. Ebben semmi meglep6 nincsen, s a tovabbiakban nem
foglalkozunk nem korlatos rendszerekkel.

3. Emlékeztetsiil: még olyan jol viselkedd nemlineéris rendszer is érzékeny néhany
kezdgsallapotra, amelynek globalis hatarciklusa van; az instabil fixpontbol indulé pa-
lya a fixpontban marad, de akarmilyen sziik kornyezetébdl indul6 Gsszes tobbi palya a
hatarciklushoz tart: a H.3. példa.

Eddig kizarolag klasszikus fogalmakkal foglalkoztunk, amelyeknek onmagukban
semmi koziik sincs a kdoszhoz. Most ratériink az alfejezet kozponti fogalomcsoport-
jara.

Egy dinamikus rendszert valoban kaotikusnak neveziink, ha pozitiv valészintséggel
a palya érzékenyen fligg a kezdGértéktol.

Koréabbi megfigyelésiink szerint csak nemlinearis fliggvényeknél talalkozhatunk ka-
osszal.



Egy valoban kaotikus rendszer legalabbis egy pozitiv mértékid kezddsallapot-
halmazon rosszul viselkedik. Ez azt jelenti, hogy a rendszerre pozitiv valészintiséggel
nem érvényes a laplace-i determinizmus. Az elv annak ellenére nem érvényes, hogy na-
gyon egyszert, kis-szabadsagfokt rendszerrél van sz6. Ezt a koriilményt még 1900 el6tt
Poincaré folismerte az tn. haromtest probléma kapcsan, de ez tobb évtizedig elsikkadt.

H.8. tétel. Legyen f egy egycsiicsi és sima fiiggvény, amely az I = [a,b] valos
intervallumot 6nmagéara képezi le. Tegyiik tol, hogy a fiiggvénynek van 3-ciklusa, azaz
egy olyan c pontja, amelyre

fle) # f2(e) # i) =c

a) (Sarkovszkij, 1964.) Ekkor barmely, 1-nél nagyobb természetes P szémra a
rendszernek van P-ciklusa.
b) (Li és Yorke, 1975). Ekkor a rendszer topologikusan kaotikus.

Megjegyzések. 1. A bizonyitas meglehetésen hosszadalmas, de nem igényel mély
eszkozoket. Meglepd, hogy a tételt nem fedezték ol joval korabban.

2. Koénnyen belathato, hogy szdmos fiiggvénynek van 3-ciklusa (példaul a logisz-
tikus egyenlet a = 3,84 esetén), de nagyon meglepd, hogy minden P-re van P-ciklusa.
Képzeljiink el egy olyan {x1 p,z2 p, ..., zp p}P_, kettds sorozatot a (0, 1) intervallum-
ban, amelyre f:z1p = 22p — ... = 2pp — x1,p, P=2,3, ...

Egy kozgazdasagi ciklusmodell

Hicks (1950) ciklusmodellje az egyik legérdekesebb és leghasznosabb modell. Mo6dszer-
tani szempontbdl az adja az érdekességét, hogy minddssze két fliggetlen véltozoval képes
a gazdasig ciklusait modellezni. Makrockonémiaban megszokott moédon valtozatlan-
aras értékekkel dolgozunk. Legyen Y; a termelés (GDP), I, a netté beruhdzds és Cy
a fogyasztds volumene a t-edik idGszakban. A készletfelhalmozést belefoglaljuk a be-
ruhazasba (tulajdonképpen felhalmozasra gondolunk), s zart gazdasagot feltételeziink.
El6szor a linearis valtozatot mutatjuk be, majd vézoljuk a nemlinearis modositést is.
Zart gazdasagban a harom valtozo kozott egy azonossag all fenn: termelés =beru-
hazas+fogyasztas, azaz teljesiil a
GDP azonossdig

J. M. Clark 1917-ben vezette be a beruhdzdsi akcelerdtort, amely szerint minden
idészakban a beruhéazas aranyos az el6z6 idSszak termelésvaltozasaval. A szoban forgd
egyenletet Hicks (1950)-ben kiegészitette az autonom beruhdzdssal.

Linedris beruhdzdsi fiigguény

(H.16) I = I} + B(Yie1 — Yioa).

Keynes (1936) ota a fogyasztast gyakran az el6z6 idszaki jovedelem (azaz termelés)
linearis fiiggvényeként irjak le, amelyet még egy autondém taggal modositanak.
Linedris fogyasztdsi fligguény

(H.17) Cy = CM +7Y; 4,
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ahol v a fogyasztdsi hatdrhajlandésdg, 0 < v < 1; és 1/(1 — ~) a hires multiplikdtor.

Adott I* és C* palya, adott § és v egyiitthato, valamint adott Y_;, Y_o kezdeti
érték mellett az I, C' és Y péalya egyértelmiien meg van hatarozva.

Harom egyenletiink van, harom valtozoval. Erdemes azonban megszabadulni a nél-
kiil6zhets valtozoktol és a nélkiilozhets egyenletektsl. Két lehetdséglink van, hogy a szo-
katlan alaka egyenletrendszert szokéasos alakra hozzuk: visszavezetni a) két els6rendi
tobbvaltozos differenciaegyenletre, vagy b) egy masodrendii egyvaltozos differenciae-
gyenletre. A masodikat valasztva, helyettesitsiik be (H.16)-ot és (H.17)-et (H.15)-be, s
rendezéssel eljutunk egy mésodrendd, egyvaltozos
alapegyenletrendszerhez:

(H.18) Y, =TI +C*+ (B+7)Yie1 — BYie, t=0,1,2,...,

ahol Y_o és Y_; adott kezdeti értékek. Az Y; alapvdltozé dinamikdjanak ismeretében
a tobbi valtozo (I; és C;) dinamikaja egyszeriien kiszamithato a (H.16) és a (H.17)
egyenletbdl.

Két tételt mondunk ki: egyet a egyenstlyra, egyet a stabilitasra és oszcillaciora.

H.9. tétel. (Hicks, 1950.) Az elemi hicksi rendszer Y° egyensiilya létezik és
egyértelmi:

"+ 04
H.1 Yo=—
(H.19) 1—~

H.10. tétel. (Hicks, 1950.) a) A rendszer akkor és csak akkor oszcillil, ha

(H.20) v < 2v/8 - 6.
b) A rendszer akkor és csak akkor stabil, ha
(H.21) g <1

Megjegyzés. Valosagos koriilmények kozott éves modellben g =~ 0,5 és v =~
0,75. Tehat oszcillacid és stabilitas empirikusan Osszeférhetetlen. A determinisztikus
linearis modell helyett vagy determinisztikus nemlinearis modellt kell vizsgalni vagy

sztochasztikus linearis modellt.
H.1-H.4. abra

Ez a modell azonban csak speciélis esetben ad szigoru ciklust, és a kilengés nagysé-
gat a kezdeti feltételek hatarozzak meg. Ez kozgazdasagi szempontbol elfogadhatatlan.
Helyette egyszertien Hicks nemlinearissa tette a linearis rendszert. Ha a beruhézas ne-
gativ lenne, akkor helyette O-ra modosul az érték. Ha a fogyasztas olyan nagy lenne,
hogy a mar meghatarozott beruhazassal egyiitt a keletkez6 kibocsatas feliilmulna a tel-
jes foglalkoztatas adta potencialis GDP-t, akkor a fogyasztast annyival vissza kell vagni,
hogy a modositott kibocsatas egyenlévé véiljon a potencialis GDP-vel.

Ekkor hatarciklusokat kapunk.



